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Introdugdo e motivagdo
Do 2D para o 3D

Onde paramos e para onde vamos

Conex3o com a aula anterior

Em 2D ja estudamos translacdo, escala, rotacao e composicao de
matrizes. Agora vamos estender a mesma ideia para objetos com
profundidade.

@ Em 3D cada ponto passa a ter coordenadas (x, y, z)

@ O eixo z nos da a noc3do de profundidade

@ As transformacdes bdsicas continuam sendo translacao,
escala e rotacao

@ A grande diferenca estad na representacao matricial e no fato
de que a rotacdo agora acontece em torno de um eixo

Escopo de hoje

Vamos focar nas transformagdes basicas 3D, com énfase em
translacdo, escala e rotacoes em torno dos eixos cartesianos.
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Introdugdo e motivagdo
Do 2D para o 3D

O que muda ao sair do plano?

@ Em 2D um ponto era representado
por duas coordenadas espaciais

@ Em 3D passamos a trabalhar com
trés direcoes independentes: x,
yez A

@ O objeto continua sendo descrito
por um conjunto de vértices P(x,y, z)
[ ]

@ A mesma matriz deve ser aplicada a
todos os vértices do objeto para
mové-lo como um todo

><V

Ideia central >

Transformar um objeto 3D significa
transformar cada vértice usando a
mesma regra matemadtica.
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Introdugdo e motivagdo
Do 2D para o 3D

Coordenadas homogéneas em 3D

Representagdo de pontos e vetores

Em 3D usamos vetores coluna de quatro elementos:

X Vx
p=1Y v=|"%
z V2
1 0

@ A dltima coordenada vale 1 para pontos

@ A (ltima coordenada vale 0 para vetores
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Introdugdo e motivagdo
Do 2D para o 3D

Matrizes 4x4 e ordem das operacoes

Forma geral

/

d11 d12 413 dia X X

/

a1 dax» a3 ax Y| _|Y

- /

d31 d32 d33 ad 4 Zz

0 0 0 1 1 1

@ A dltima linha costuma permanecer [0 0 0 1]
@ Em translacdes, os deslocamentos aparecem na quarta coluna

@ Em composicdes, a ordem importa: a operacdo mais a direita
acontece primeiro

Lembrete

N3o basta conhecer a férmula da matriz. Também é preciso saber
quando usa-la e em que ordem multiplica-la.
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Translagdo 3D

Definicio e matriz

Translacao 3D — equacoes

Definigao
Transladar um objeto significa somar um deslocamento em cada direcao

cartesiana:

x’:x—i—tx y’:y+ty z’:z—|—tz

@ t., t, e t, podem ser positivos, negativos ou nulos
@ Se os trés forem zero, nada muda

@ A translacdo altera a posicao, mas n3do altera tamanho nem
orientacdo

Todo vértice do objeto recebe o mesmo deslocamento. Por isso o
objeto anda inteiro pelo espaco.
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Translagdo 3D
Definicio e matriz

Matriz de translacao 3D

1 0 0 ¢

01 0 ¢t

Tt t) =19 o 1 o

0 0 0 1

X X+ ty

y Y+t

T(tx, ty, t,) 2= z+é
1 1

Leitura da matriz

@ A submatriz 3 x 3 superior esquerda é a identidade
@ A quarta coluna armazena os trés deslocamentos

@ A (ltima linha preserva a coordenada homogénea
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Translagdo 3D
Definicio e matriz

Visualizac3o da translacdo

@ O ponto sai de P e vai
para P’

@ O vetor de deslocamento
€ 0 mesmo para todos os
vértices

@ O formato do objeto ndo

: e muda
P /
. I
| Cuidado
|
=X Trocar a ordem em uma

composicao pode produzir
outro resultado. A translacio
s6 faz exatamente o esperado
quando a ordem da
multiplicacdo estd correta.
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Translagdo 3D

Definicio e matriz

Translacdo inversa

Como desfazer uma translacdo

Para inverter uma translagdo, basta trocar o sinal dos deslocamentos:

T (e, by, tr) = T(—tx, —ty, —tz)

@ Se vocé translada e depois aplica a translagdo inversa, o objeto volta para a
posi¢cdo original

@ Essa ideia sera (til logo adiante, quando precisarmos levar um ponto fixo para a
origem e depois trazé-lo de volta

Exemplo rapido

Mover por (2, —1,3) e depois por (—2,1,—3) faz as duas operagdes se anularem.
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Translagdo 3D

Definicio e matriz

Exemplo numérico — Translacdo

Transladar P = (1, 2, 0, 1) por T(3, 1, 2): '
1 0 0 3\ /1 1+3 4 . P
0 1 0 1 2 | 2+1 _ 3 P./V'
0 0 1 2 0 0+2 2
0 0 0 1 1 1 1
Resultado

><"

P’ = (4, 3, 2). Cada coordenada somou o
deslocamento correspondente.

Pedro Ximenes Transformagées 3D — Parte 1



Escala 3D

Uniforme e n3o uniforme

Escala 3D — ideia basica

Equagdes

xX'=sx Yy =sy Z =5,z

@ s, s, e s, sdo os fatores de escala nas trés diregSes
@ Se s, =5, = s, temos uma escala uniforme

@ Se os fatores s3o diferentes, temos uma escala nao uniforme

Interpretacao

Escala altera o tamanho do objeto. Dependendo do fator, também pode
aproximar ou afastar o objeto da origem.
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Escala 3D
Uniforme e n3o uniforme

Matriz de escala 3D

s, 0 0 O
0 s 0 0
S(sosns) =19 0 5 o
0 0 0 1
X 54X
y Syy
S(sx, sy, S2) 2| = siz
1 1

@ Fatores maiores que 1 aumentam o objeto naquela diregdo
@ Fatores entre 0 e 1 diminuem o objeto

@ Sem ponto fixo explicito, a referéncia padrdo é a origem
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Escala 3D

Uniforme e n3o uniforme

Exemplo numérico — Escala

A
Aplicar S(3,2,1) a P = (1, 2, 0, 1): «P'(3,4)
3 0 0 0\ /1 31 3
0 2 0 o (2] (22| |4
0 0o 1 oflo 10l |o
0 0 0 1) \1 1 1 e P(1,2)

Resultado

P’ = (3, 4, 0). x triplicou, y dobrou. A
distancia a origem também aumentou.

XV
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Escala 3D

Uniforme e n3o uniforme

Efeito visual da escala em relacao a origem

@ Uma escala uniforme com
fator 2 dobra as dimensdes
do objeto

@ Mas também dobra a
Ya distancia do ponto em
relacdo a origem

@ Por isso, escala sem ponto
fixo pode dar a impressao

de que o objeto
ZB — "escorregou”

Regra prética

4 Escalar em torno da origem é
simples. Escalar mantendo uma
ancora exige composicao de
matrizes.
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Escala 3D

Uniforme e n3o uniforme

Escala 3D com ponto fixo

Problema

Se queremos aumentar ou diminuir o objeto sem deslocar um ponto
especifico, precisamos escolher um ponto fixo F = (x¢, yr, zr).

@ Transladar o ponto fixo para a origem: T(—x¢, —yr, —2r)
@ Aplicar a escala desejada: S(s,s,,s;)

© Transladar de volta: T(x¢, yr, zr)

Matriz composta

M = T(x¢, yr, zr) S(sx, Sy, 52) T(—xr, —yr, —2r)
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Escala 3D

Uniforme e n3o uniforme

Escala 3D com ponto fixo — matriz completa

P = T(Xf7yf7zf) S(5X75y:52) T(fo, —Yf, 7Zf) P

~

X 1 0 0 xf sx 0 0 O 1 0 0 —xf X
y'| 10 1 0 yf 0 s, 0 O 0 1 0 —yf y
Z7] 7|0 0 1 2z 0 0 s, O 0 0 1 —z z

1 0 0 0 1 0O 0 o0 1 0 0 O 1 1
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Escala 3D

Uniforme e n3o uniforme

Escala inversa

Como desfazer uma escala

Se nenhum fator for zero, a escala inversa é obtida pelos reciprocos:

Sfl(sx,sy,sz) =S (1 1 1>

) 9
Sx Sy S,

@ Se a escala original é (2,2,2), a inversa é (%, %, %)
2

@ Se a escala original é (0.5,0.5,0.5), a inversa é (2,2,2)

Cuidado

Fator zero "amassa” o objeto naquela direcdo e perde informacdo. Nesse
caso ndo existe inversa.
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Rotagdo 3D
Eixos de rotacdo

Por que rotacao 3D é mais delicada?

Diferenca principal

Em 2D rotacionamos em torno de um ponto. Em 3D rotacionamos em
torno de um eixo.

@ Caso 1: o eixo de rotagdo coincide com um dos eixos cartesianos (x,
y ou z)

@ Caso 2: o eixo de rotacdo é paralelo a um dos eixos cartesianos

@ Caso 3: o eixo de rotacdo € arbitrario

Recorte da disciplina

Nesta parte veremos o caso mais simples: rotacdes em torno dos eixos
cartesianos. Isso ja cobre a intuicdo principal e a base matricial.
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Rotagdo 3D
Eixos de rotacdo

Convencao de sinal e regra da mao direita

~ y
@ Angulos positivos seguem a regra da
mao direita
@ Uma forma pratica de lembrar: olhe a 9
partir da parte positiva do eixo em
diregdo a origem 4z

x

@ Nessa visdo, uma rotagdo positiva
aparece no sentido anti-horario

Consequéncia

Mudar o sinal do angulo inverte o sentido da

rotagao. .
Vista de frente do plano xy, com

+2z saindo da tela.
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Rotagdo 3D
Eixos de rotacdo

Rotacoes positivas vistas a partir do eixo

Rotagdes positivas sobre um eixo de coordenadas sdo anti-hordrias quando olhamos a
partir da parte positiva em dire¢cdo a origem.
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Rotagdo 3D
Rotacdes em torno de z, x e y

Rotacdao em torno do eixo z

Equacoes
x' = xcosf — ysinf

y' = xsinf + ycosd

cos§ —sinf 0 O

sinf cosé 0 O

R0)= "y 0 10
0 0 0 1

@ Esta é a rotacdo mais parecida com a de 2D
@ O plano que gira é o plano xy

@ A coordenada z permanece fixa
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Rotagdo 3D
Rotacdes em torno de z, x e y

Exemplo numérico — Rotacdo em torno de z

Rotacionar P = (1, 0, 2, 1) em torno de z

por 90°:
Com cos90° =0 e sin90° = 1: y

0 -1 0 O 1 0-1-1-0 0 P’(0,1)

1 0 0 O 0 1.1+00] |1

0 0 1 o0 21~ 2 |2

0 0 0 1 1 1 1

P(1,

Resultado plano xy, z=2 fixo

P’ = (0, 1, 2). z =2 permaneceu fixo; o
ponto girou no plano xy.
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Rotagdo 3D
Rotacdes em torno de z, x e y

Efeito visual da rotacdo em torno de z

<

Figura: Rotagao de um objeto em torno do eixo z.

Rota¢3o de um objeto em torno do eixo z.
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Rotagdo 3D
Rotacdes em torno de z, x e y

Rotacdao em torno do eixo x

Rotagdo em torno de x

1 0 0 0
0 cosf —sinf O
R«(0) = 0 sind cosf® O
0 0 0 1

Aqui a coordenada x ndo muda.

Equacoes

x' = x, y' = ycosf — zsin¥, z' = ysin@ + zcosf
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Rotagdo 3D
Rotacdes em torno de z, x e y

Efeito visual da rotacao em torno de x

Rota¢do de um objeto em torno do eixo x.
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Rotagdo 3D
Rotacdes em torno de z, x e y

Rotacdao em torno do eixo y

Rotagdo em torno de y

cos# O sinf O

0 1 0 0

Ry(0) = —sinf 0 cosf O
0 0 0 1

Aqui a coordenada y ndo muda.

Equacoes

x" = xcosf + zsin#, y =y, z = —xsinf + zcos @
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Rotagdo 3D
Rotacdes em torno de z, x e y

Efeito visual da rotacao em torno de y

Rota¢do de um objeto em torno do eixo y.
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Rotagdo 3D
Rotacdes em torno de z, x e y

Leitura rapida das matrizes de rotacao

@ Em toda rotagdo, a coordenada associada ao eixo de rotagao
permanece inalterada

@ A parte que gira aparece como uma submatriz 2 X 2 com cossenos
na diagonal principal

@ Os termos com seno definem o sentido da rotacdo

Padrdo para memorizar

@ Rotagdo em torno de z: gira o plano xy
@ Rotagdo em torno de x: gira o plano yz

@ Rotacdo em torno de y: gira o plano xz

Teste mental dtil

Se vocé aplicar R, () e a coordenada x mudar, ha algum erro na conta.
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Rotagdo 3D
Rotacdes em torno de z, x e y

Exemplo numérico — dados do problema

Desejamos rotacionar o ponto

= N WD

em torno do eixo x por 60°.
Sabendo que

V3

1
cos60° = 5 e sin60° = >

Matriz usada

0 0
cosf) —sind
sinf  cosf

0 0

R.(0) =

o O o+~
= O O O
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Rotagdo 3D
Rotacdes em torno de z, x e y

Exemplo numérico — resultado

4 4

ru(s0) | 3] = 33)-7(%) | _ [ -as6

x 7 V3 1| 7| 6.10
HEREICIEREC) !

Cheque de consisténcia

A coordenada x continuou igual a 4, como deve acontecer em uma rotagdo em torno
do eixo x.
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Rotagdo 3D

Rotacdes em torno de z, x e y

Rotac3o inversa

Como desfazer uma rotagdo
A inversa de uma rotacdo é obtida trocando 6 por —6:

RO)=R(=0), RO =Ry,(-0), R7(0)=R:(-0)

@ O cosseno permanece o mesmo, mas o seno muda de sinal

@ Para matrizes de rotacdo ortogonais, a inversa coincide com a
transposta

Interpretacao

Rotacionar por +30° e depois por —30° devolve o objeto a orientacio
original.
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Rotagdo 3D
Rotacdes em torno de z, x e y

Exemplo conceitual em three.js

© N oA W N R

const geometry = new THREE.BoxGeometry(1l, 1, 1);
const material = new THREE.MeshNormalMaterial();
const cube = new THREE.Mesh(geometry, material);

cube.position.set(2, 1, -3); // Desloca o cubo
cube.scale.set(1.5, 1.0, 0.75); // Escala por eixo
cube.rotation.x = THREE.MathUtils.degToRad(60);

scene.add(cube) ;

@ position controla a transla¢do do objeto
@ scale define fatores independentes em x, y e z

@ rotation.x aplica rotagdo em torno do eixo x

Observagio

Mesmo quando a biblioteca esconde a matriz final, a ideia matematica por trds
continua sendo composi¢do de transformagdes 3D.
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Fechamento

Resumo da aula

@ Em 3D passamos a usar pontos em coordenadas homogéneas
4x1

@ TranslagOes, escalas e rotacdes s3ao representadas por matrizes
4 x4

@ Translacdo altera posicdo; escala altera tamanho; rotacdo
altera orientacao

@ Em rotagdes sobre eixos cartesianos, uma coordenada fica fixa
e as outras duas giram

@ Escala com ponto fixo exige composi¢do: translada, escala e
translada de volta

Préxima etapa

Na continuidade do assunto veremos como lidar com eixos de
rotacdo paralelos aos eixos cartesianos e como essas ideias se
conectam com sistemas de coordenadas e viewing 3D.
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Aula interativa

Aula interativa

Perguntas e respostas

Pedro Ximenes Transformagées 3D — Parte 1



Aula interativa

Pergunta 1

Por que um ponto 3D passa a ser representado por um vetor
coluna com quatro elementos e n3o apenas trés?

Discuta com a turma por um minuto.
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Aula interativa

Resposta 1

Resposta

Porque em coordenadas homogéneas precisamos de uma quarta
componente para distinguir pontos de vetores e para representar
translagées por multiplicagdo de matrizes. Pontos terminam com 1
e vetores terminam com 0.
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Aula interativa

Pergunta 2

Em uma matriz de translacdo 3D, onde aparecem os
deslocamentos t,, t, e t,?

Pedro Ximenes Transformagbes 3D — Parte 1



Aula interativa

Resposta 2

Resposta

Eles aparecem na quarta coluna da matriz. A submatriz 3 x 3
superior esquerda permanece como identidade.
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Aula interativa

Pergunta 3

Qual é a diferenca entre escala uniforme e escala ndo uniforme?
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Aula interativa

Resposta 3

Resposta

Na escala uniforme todos os fatores sdo iguais: sy = s, = s,. Na
escala ndo uniforme pelo menos um fator é diferente, entdo o
objeto pode ser esticado mais em uma direcdo do que em outra.
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Aula interativa

Pergunta 4

Por que a escala em torno da origem pode mudar a posicao
aparente do objeto?
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Aula interativa

Resposta 4

Resposta

Porque cada coordenada é multiplicada pelo fator de escala.
Assim, além de mudar o tamanho, a distancia dos pontos em
relacdo a origem também muda.
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Aula interativa

Pergunta 5

Numa rota¢do em torno do eixo y, qual coordenada permanece
inalterada?
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Aula interativa

Resposta 5

Resposta

A coordenada y permanece fixa. As coordenadas que giram s3o x
e z.
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Aula interativa

Pergunta 6

Como desfazemos uma rotac¢do de angulo 67
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Aula interativa

Resposta 6

Resposta

Basta aplicar a rotagdo de angulo —f. Em outras palavras, a
inversa de uma rotacdo é a mesma matriz com o seno trocado de
sinal.
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Aula interativa

Pergunta 7

Qual é P" ao transladar P = (2, 0, —1, 1) por T(1, 3, 4)?

Aplique a matriz de translacdo ao ponto.

Pedro Ximenes Transformagées 3D — Parte 1



Aula interativa
Resposta 7

241
r | 0+3 |
P= —1+4|

1

= W w w

P’ = (3, 3, 3). Cada coordenada recebeu o seu deslocamento; a
coordenada homogénea permanece 1.
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Aula interativa

Pergunta 8

Aplique S(3, 2, 2) ao ponto P = (2, 3, 1, 1). Qual é P’?
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Aula interativa
Resposta 8

3.2
2.3
2-1

=

= N O O

1

P’ = (6, 6, 2). Note que o eixo z foi comprimido a metade em
relacido a x e y.
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Aula interativa
Pergunta 9

Aplique R;(90°) a P = (0, 1, 3, 1), usando cos90° =0 e
sin90° = 1. Qual é P'?
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Aula interativa
Resposta 9

xX=0-0-1-1=-1, y=1-04+0-1=0, Z=3

-1
0
3
1

P =

z = 3 ficou fixo. O ponto girou de (0,1) para (—1,0) no plano xy.
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Aula interativa

Pergunta 10

Sabendo que S(2, 2,2)- P = P’ = (6, 4, 2, 1), qual era o ponto
original P?

Use a escala inversa.
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Aula interativa
Resposta 10

Aplicando $71(2,2,2) = S(0.5, 0.5, 0.5):

6/2
4/2
P= 2/2 | ~

1

= = N W

P = (3, 2, 1). Para desfazer uma escala, divide-se cada
coordenada pelo fator correspondente.
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