Transformacoes Geométricas 2D — Parte 3

Pedro Ximenes

Universidade Catdlica de Pernambuco (UNICAP)

12 de marc¢o de 2026

Pedro Ximenes Transformagdes 2D — Parte 3



Sumario

@ Transformacdes entre Sistemas de Coordenadas 2D
@ Motivacdo
e Método 1: Com Angulo de Rotac3o
@ Propriedade Ortonormal
@ Método 2: Sem Angulo de Rotacdo

© Transformacdes 2D em JavaScript/Canvas
@ Canvas 2D — Funcoes de Transformacao
@ Ordem das Transformacdes
@ Exemplos Completos

Pedro Ximenes Transformagdes 2D — Parte 3



Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D

Motivacdo

Por que Transformar entre Sistemas de Coordenadas?

Em Computagdo Gréfica, muitas vezes precisamos converter as coordenadas de um
ponto de um sistema de coordenadas para outro.

@ Mais adiante no curso, vamos aprender Transformacgées entre Sistemas de
Coordenadas 3D, essencial para o assunto de Viewing 3D

@ Antes disso, é mais facil aprender a versdo 2D!
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Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D

Motivacdo

Enunciado do Problema

Imagine dois sistemas de coordenadas:

@ Sistema original XY (em preto)
@ Sistema destino X’Y’ (em azul), cuja origem estd em (xo, yo) do sistema XY e
rotacionado por um angulo 6

Pergunta: Dado um ponto com coordenadas (x, y) no sistema XY, quais sdo suas
coordenadas no sistema X’Y’?

Pedro Ximenes Transformagdes 2D — Parte 3



Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D

Motivacdo

Visualizacao do Problema

y axis
)
o
‘l‘ *+
Yot
0 X0 X axis

Objetivo

Encontrar as coordenadas de P no sistema X’'Y’, ou seja, P/ = (x/, y').
Os dois sistemas representam a mesma cena, com os mesmos objetos. Estamos
apenas ‘“reindexando” as coordenadas!
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Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D
Método 1: Com Ang;ulo de Rotacio

Método 1 — Usando o Angulo 0

Para transformar de XY para X’Y’, usamos duas operacdes:

@ Transladar a origem de XY’ (que estd em (xg, ¥o)) para coincidir com a origem
de XY: T(—xo0,—y0)
@ Rotacionar por — para alinhar os eixos: R(—0)

Matriz Composta

Mxy xryr = R(=0) - T(—x0, —y0)
S~ Y

22 op. 12 op.

Lembre: de trds para frente! A translacdo é a 1° operacdo e aparece por ultimo na

equacgao.

Aplicando ao ponto

X
P'=Mxy_xryr - P=R(=0)- T(—=x0,—y0) - | ¥
1

O resultado P’ contém as coordenadas do ponto agora no sistema X’Y’.
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Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D

Método 1: Com Ang;ulo de Rotacio

Exemplo — Método 1

Calcular a matriz de transformac3o de XY para X’ Y’ e as coordenadas finais do ponto
P no sistema destino (P’). Dados: xo = 3, yo = 2, 6 = 45°, P = (4,5). Sabendo que

cos45° = sin45° = %

Passo 1: Montar as matrizes (de trds para frente):

. P22 0\ 1o -3
v, M=R(—45°)-T(-3,-2)= | .32 2 of- g é 712
0 0 1
Passo 2: Multiplicar as matrizes:
V2 V2 =52
2 2 2
M=|_+v2 2 V2
2 2 2
0 0 1
_ Passo 3: Aplicar ao ponto P = (4,5, l)T
X
42
4 > 2,8284
PP=M.(5]=]2v2]|~ |1,4142
1 2 1
1
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Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D

Método 1: Com Ang;ulo de Rotacio

Exemplo — Método 1 (Notas sobre a Rotagdo R(—6))

Por que —6 e n3o +607?

Os dois sistemas estdo desalinhados por um angulo 6 no sentido anti-horario. Para
alinhar, precisamos rotacionar no sentido horario, o que significa angulo negativo: —6.

Lembrete: R(—0)

cos 6 sinf 0

R(—0) = [ —sin® cosf O
0 0 1
Como cos(—0) = cos @ e sin(—0) = —sin 6, o sinal do seno “troca de posicdo” na

matriz.

€

Problema deste método

Geralmente, o angulo 6 nao é informado diretamente! Nas aplicagdes futuras,
teremos (xp, ¥o) € um segundo ponto, mas n3o o angulo.
= Método 2 resolve isso!

.

Pedro Ximenes formagdes 2D — Parte 3




Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D

Propriedade Ortonormal

Propriedade Ortonormal da Submatriz 2 x 2

Observagdo importante

Em qualquer matriz de rotagdo 3 x 3 (coordenadas homogéneas), a submatriz 2 x 2
superior esquerda forma um par de vetores ortonormais.

Considere a submatriz de rotac3o:
xx  Ixy = &= Fxx ,
fyx lyy xy

O que significa “ortonormal”?

@ Unitérios: [|&] =1e|&||=1 (norma=,/r3 +r3 =1)

@ Ortogonais: € -& =0 (produto escalar = ru - ryx + ryy - ryy = 0)

K
Il

(ryx)
Iyy

Ou seja, os dois vetores sdo perpendiculares (90°) e de comprimento 1.

Para que serve isso?

Essa propriedade permite construir a matriz de rotacdo sem conhecer o dngulo 6 — é a
base do Método 2!
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Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D
Método 2: Sem Angulo de Rotacdo

@ Usando essa propriedade, outro método para transformar xy
em x’y’ pode ser derivado:

e Para isso, inicialmente descrevemos a orientagdo do sistema de
coordenadas x’y’ por meio de um vetor V indicando a direcio
positiva do eixo y’. i.e um vetor que aponte na mesma
direcdo de y’ e tenha a mesma orientacao.

y axis

. ‘6
3 o

Y

T
ﬁ

Yo
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Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D
Método 2: Sem Angulo de Rotacdo
-

@ E possivel especificar v com base em Py e Ps:

VIP1—POI(VX,Vy)

y axis
5

0 X0 X axis
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Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D

Método 2: Sem Ang;ulo de Rotacdo

Método 2 — Sem Precisar do Angulo 0

Ao invés do angulo 6, usamos dois pontos para definir a orientacdo do sistema X'Y”:
a origem Py = (x0,y0) e um ponto P; = (x1,y1) na direcdo positiva do eixo Y.

Passo 1: Calcular o vetor direcio de Y':
V=P —Py= (X1 —x0, Y1 —y)=(Vx,Vy) (ndo normalizadol!)

Passo 2: Normalizar o vetor (dividir pela norma):

- Vx Vy
V| =+/V2+ V2, Wy = ——, VvV, = —
Vi X v vl

Vetores unitdrios sempre!

Em Computagdo Gréfica, sempre normalize seus vetores! Se um vetor ndo tem norma
1, normalize-o antes de usar.
Letras maidisculas (Vx, Vy) = n3o normalizado. Mindsculas (vx, v,) = normalizado.
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Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D

Método 2: Sem Ang;ulo de Rotacdo

Método 2 — Construindo a Matriz de Rotacao

Com o vetor normalizado V = (vx, vy) representando Y’, precisamos de um segundo
vetor ortogonal para X'.

Construindo o vetor ortogonal

Um vetor perpendicular a (vx, vy ) é simplesmente: & = (vy, —vy).
Verificacdo: - V=v, -vx+ (—vx)-v, =0  (ortogonais!)

u u, 0 vy —vx O
A matriz de rotacdo (sem dependerde ) fica: R=|vw v, 0| =|w v, O
0 0 1 0 0 1

Matriz composta final

A translagdo ainda é necessarial Sé substituimos a rotag3o:

—
o

vy —vwx O —Xp
Mxy sxryr = R+ T(—x0,—y0) = | vx vy O] —%
0 0 1 0 0 1

o
=
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Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D
Método 2: Sem Ang;ulo de Rotacdo

Exemplo — Método 2

Calcular a matriz de transformac3o de XY para X’ Y’ e as coordenadas finais do ponto
P no sistema destino (P’). Dados: Py = (x0,y0) = (4,3), P1 = (x1,»1) = (3,4),

P =(—1,5).
Passo 1: Vetor V = P1 — Pyp:
V=(B-4 4—-3)=(-1,1)
X Passo 2: Norma e normalizag3o:
y axis
4 V] =\/(-1)2 +12 = V2 = Xy = 2
J° o ’ NN
[
+
Passo 3: Montar a matriz de rotaggo:
£ 1 1
Yo 7 7 0
R=| =L 1 9
V2 V2
/ 0 0o 1
0 X0 X axis

Cuidado com os sinais!

1
Ve = , logo —vy =
X V2 g X (
Dois sinais negativos se cancelam!
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Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D
Método 2: Sem Ang;ulo de Rotacdo

Exemplo — Método 2

Passo 4: Translagdo T(—4, —3) + multiplicag3o:

11 9
\/g \{E 1 0 —4
M=R-T(-4,-3) = 7% U 8 (1) —13
0 0o 1
#° Resultado da multiplicagdo:
\
11 =7
V2 V2 V2
M=|=L L1 1
V2 V2 V2
0 0 1
0 )jo X axis

Passo 5: Aplicar ao ponto P = (—1,5,1)7:

-3
-1 72 —2,12
PP=M-|5|==|Z |~ 495
1 ‘f 1
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Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D
Método 2: Sem Ang;ulo de Rotacdo

Exemplo — Método 2 (Resultado)
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Transformagdes entre Sistemas de Coordenadas 2D

Método 2: Sem Ang;ulo de Rotacdo

Comparacao dos Dois Métodos

Método 1 (com 6) Método 2 (sem 6)
@ Precisa saber o dngulo 6 @ S6 precisa de dois pontos: Py e Py
@ Usa R(—0) diretamente @ Constréi vetores ortonormais
@ Mais simples de entender @ Mais pratico em aplica¢des reais
@ Geralmente usado em exercicios @ Usado quando 6 n3o é dado
tedricos

Quando usar cada método?
@ Se o angulo 0 é dado = Método 1

@ Se dois pontos do eixo sdo dados (sem 4ngulo) = Método 2

Ambos os métodos produzem o mesmo resultado! A diferenca é apenas como se obtém
a matriz de rotagdo.
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Transformagdes 2D em JavaScript/Canvas

Canvas 2D — Funcdes de Transformacio

Transformacoes no Canvas 2D — Introducao

Canvas 2D do HTML5

O elemento <canvas> do HTML5 oferece um contexto 2D (ctx) com func¢des nativas
de transformagdo que aplicam matrizes 3 X 3 internamente.

¢

Trés fungdes principais

@ ctx.translate(tx, ty) — Translagdo

@ ctx.rotate(angulo) — Rotagdo (dngulo em radianos!)

© ctx.scale(sx, sy) — Escala

\

Atenc¢do: angulo em radianos!

A fungdo ctx.rotate() recebe o dngulo em radianos, ndo em graus!
Convers3o: rad = graus x /180
Exemplo: 90° = 90 x 7/180 = 7/2 ~ 1,5708 rad
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Transformagdes 2D em JavaScript/Canvas

Canvas 2D — Funcdes de Transformacio

ctx.translate — Translacao

ctx.translate(tx, ty);
Translada o sistema de coordenadas por (tx, ty).

// Move o sistema de coordenadas 100px para direita e 50px para baixo
ctx.translate (100, 50);

// Tudo desenhado a seguir estara deslocado

ctx.fillRect (0, 0, 40, 30); // aparece em (100, 50)

€

Observagio importante

No Canvas 2D, o eixo y cresce para baixo (diferente da convencdo matemdtica). Isso
afeta o sentido das rotagdes e translagdes verticais!
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Transformagdes 2D em JavaScript/Canvas

Canvas 2D — Funcdes de Transformacio

ctx.rotate e ctx.scale

ctx.rotate(angulo

Rotag¢3o ao redor da origem do sistema atual. Angulo em radianos.
ctx.rotate(Math.PI / 4); // rotagdo de 45°

Escala a partir da origem. Pode mover o objeto (efeito colateral).
ctx.scale(2, 0.5); // duplica em x, reduz a metade em y

€

Cuidados com ctx.scale

@ Essa é a escala sem ponto fixo (pode mover o objeto!)
@ Para escala com ponto fixo: composic3o (translate — scale — translate)

@ Valores negativos produzem reflexao

Cisalhamento

O Canvas 2D n3o tem func3o de cisalhamento direta. Use
ctx.transform(a,b,c,d,e,f) para passar uma matriz 3 X 3 customizada.

.
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Transformagdes 2D em JavaScript/Canvas

Canvas 2D — Funcdes de Transformacio

ctx.set Transform e ctx.save/restore

Reset da matriz de transformacao

ctx.setTransform(1, 0, 0, 1, O, 0); reseta a matriz para a identidade.

Salvando e restaurando estado

ctx.save () ; // salva o estado atual (matriz, cor, etc.)
ctx.translate (100, 100);

ctx.rotate(Math.PI / 4);

// ... desenha algo transformado

ctx.restore(); // restaura o estado anterior

Resumo das equivaléncias

Conceito ‘ Canvas 2D

Translagdo ctx.translate(tx, ty)
Rotag¢do ctx.rotate(rad)

Escala ctx.scale(sx, sy)

Carregar identidade | ctx.setTransform(1,0,0,1,0,0)
Salvar/Restaurar ctx.save() / ctx.restore()

Pedro Ximenes nsformagdes 2D — Parte 3



Transformagdes 2D em JavaScript/

Ordem das Transformacdes

A Importancia do Reset da Matriz

O problema da acumulacio

Se vocé estd redesenhando repetidamente (ex: animagdes com
requestAnimationFrame), as transformagdes se acumulam a cada quadro!

function draw() {
ctx.clearRect (0,0,w,h);
// SEM reset!
ctx.scale(2, 2);
desenhaCasa () ;
requestAnimationFrame (draw) ;

function draw() {
ctx.setTransform(1,0,0,1,0,0);
ctx.clearRect (0,0,w,h);
ctx.scale(2, 2);
desenhaCasa () ;
requestAnimationFrame (draw) ;

Escala acumula: 2x, 4%, 8x...

Escala aplicada uma unica vez.

Regra de ouro

Sempre resete a matriz (setTransform ou save/restore) antes de aplicar
transformagdes em cada quadro de animag3o!

dro Ximenes
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Transformagdes 2D em JavaScript/Canvas

Ordem das Transformacdes

Ordem das Transformacoes — De Baixo para Cima

itura: de baixo para cima!

No Canvas 2D, assim como na teoria, a primeira transformacgio aplicada é a ultima
linha de cédigo antes do desenho. As matrizes sdo pés-multiplicadas.

Exemplo: Escala com Ponto Fixo em (110,

ctx.setTransform(1i, 0, 0, 1, 0, 0);

ctx.translate (110, 50); // 3a operacao (volta)
ctx.scale(2, 2); // 2a operacao (escala)
ctx.translate (-110, -50); // 1a operacao (vai p/ origem)
desenhaCasa() ; // objeto

ctx.translate(110, 50)

ctx.scale(2, 2)

Ordefn fle execugio

l ctx.translate(-110, -50)

l desenhaCasa()
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Transformagdes 2D em JavaScript/Canvas

Ordem das Transformacdes

Exemplo: Rotacdo com Ponto Arbitrario + Translacao

ctx.setTransform(1, 0, 0, 1, 0, 0);

ctx.translate (50, 0); // 4a op: translacao em x
ctx.translate (110, 50); // 3a op: volta
ctx.rotate(Math.PI / 2); // 2a op: rotacao 90 graus
ctx.translate(-110, -50); // la op: leva p/ origem

desenhaCasa () ;

A ordem importa!

Se mover ctx.translate(50, 0) para depois dos trés comandos de rota¢do (antes
de desenhaCasa), o resultado serd completamente diferente!

Trocar a posicdo de uma tnica linha muda o resultado porque a multiplicacdo de
matrizes ndo é comutativa.
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Transformagdes 2D em JavaScript/Canvas

Exemplos Completos

Exemplo Completo — Escala com Ponto Fixo

scala com p fixo (11
1 const canvas = document.getElementById(’myCanvas’);
2 const ctx = canvas.getContext(’2d’);
3
4 | function desenhaCasa() {
5 ctx.beginPath();
6 ctx.moveTo (100, 100); ctx.lineTo (120, 100);
7 ctx.lineTo (120, 50); ctx.lineTo (110, 30); // telhado
8 ctx.lineTo (100, 50); ctx.closePath();
9 ctx.fillStyle = ’red’; ctx.fill();
10 |3}

12 ctx.clearRect (0, 0, canvas.width, canvas.height);
13 | ctx.setTransform(1, 0, 0, 1, 0, 0); // reset

14

15 | // Escala com ponto fixo (110, 50) - de BAIX0 para CIMA
16 ctx.translate (110, 50); // 3a op: volta

17 ctx.scale(2, 2); // 2a op: escala

18 | ctx.translate(-110, -50); // la op: leva p/ origem

19 | desenhaCasa();
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Transformagdes 2D em JavaScript/

Exemplos Completos

Composicao com Matrizes no WebGL

Do Canvas 2D ao WebGL

Em aplicacdes WebGL, combinamos as transformacdes em uma tinica matriz passada
ao vertex shader.

Composi¢cdo de matrizes no WebGL

var modelView = translate(obj.pos[0], obj.pos[1], 0);
modelView = mult(modelView, rotateZ(obj.theta));
modelView = mult(modelView, scale(obj.sx, obj.sy, 1));
var uMatrix = mult(projection, modelView);

A ordem da composi¢do segue a mesma légica:

gl_Position = projection- T - R - S -Position
. ) v~

Primeira transformagdo aplicada = dltima na equacio

Escala primeiro, depois rotagdo, depois translagdo, por fim projecio.
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Transformagdes 2D em JavaScript/Canvas

Exemplos Completos

Transformacoes 3D com Three.js

Do Canvas 2D ao 3D

Em aplicagdes 3D, usamos a biblioteca Three.js, que abstrai o WebGL e oferece uma
API de alto nivel. Cada objeto (Mesh) possui propriedades de transformagio.

Transformagdes em um objeto Three.js

// Escala

mesh.scale.set (2, 2, 1);

// Rotacao (em radianos, eixo Z)
mesh.rotation.z = Math.PI / 4;
// Translacao
mesh.position.set (110, 50, 0);

.

O Three.js compde automaticamente a matriz mesh.matrix na ordem:

M= T - R - S
—~ =~ =~

position rotation scale

Mesma légica de composi¢cdo

Escala primeiro, depois rotagdo, depois translagido — a mesma ordem que vimos no
Canvas 2D.
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Transformagdes 2D em JavaScript/Canvas
Exemplos Completos
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