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Revisdo da Aula Anterior
Mapa Mental

Revisao essencial da Aula 4

Método dos 3 passos

© Identificar as operagdes primitivas.
@ Contar quantas vezes cada operacdo acontece no pior caso.

© Somar os custos e simplificar pela ordem de crescimento.
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Revisdo da Aula Anterior
Mapa Mental

Padroes ja conhecidos

Padrao Estrutura Classe
Sem loop sequéncia simples 0(1)

1 loop percorrer array uma vez O(n)
Loop com divisdo por 2  descartar metade a cada passo O(log n)
Dois loops aninhados comparar todos com todos 0O(n?)
Trés loops aninhados visitar triplas o(n®)
Loops sequenciais somar custos e pegar o maior termo  O(max)
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Ordenagio Quadratica

Selection Sort

Selection Sort: intuicao

Ideia do algoritmo

A cada rodada, procuramos o menor elemento da parte ainda n3o
ordenada do vetor. Depois disso, colocamos esse menor elemento
na primeira posicao disponivel.

Como o vetor evolui

@ O vetor vai sendo dividido em duas partes.
o A esquerda: parte ja organizada.
o A direita: parte ainda desorganizada.

@ Em cada rodada, um novo elemento entra na parte
organizada.
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Ordenagio Quadratica
Selection Sort

Selection Sort: pseudocddigo

Pseudocddigo comentado

| algoritmo SelectionSort(V, n)

2 para i de 0 ate n-2 faca

3 // No inicio da rodada, assume que o menor esta em i

4 i_menor < i

5 para j de i+l ate n-1 faca

6 // Se aparecer valor menor, atualiza a posicao
do menor

7 se V[j]l] < V[i_menor] entao
8 i_menor < j

9 fim se

10 fim para

11 // Ao fim da rodada, coloca o menor valor na posicao
i

12 troca(V[i], V[i_menor])

3 fim para

14 fim algoritmo

Pedro Ximenes Andlise de Algoritmos — Aula 5



Ordenagio Quadratica

Selection Sort

Selection Sort: exemplo de entrada

V =[7,4,5,2]

Rodada 1: i =0

@ Comegamos assumindo que o menor estd na posicao 0.

Ent3o, por enquanto, o menor e 7.
Comparamos com 4, depois com 5, depois com 2.

O menor encontrado no final da rodada & 2.

Trocamos 7 com 2.

[7747 57 2] — [27 47 57 7]
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Ordenagio Quadratica

Selection Sort

Selection Sort: continuando o exemplo

Rodada 2: i =1

Agora olhamos apenas para a parte [4,5,7]. O menor ji estd na
frente, entdo o vetor nao muda.

[2747 57 7] — [27 47 57 7]

Rodada 3: i =2

Agora olhamos apenas para a parte [5,7]. Mais uma vez, o menor
ja esta na frente.

[27 4? 57 7] _> [2’ 47 57 7]

Observacio

Mesmo quando o vetor quase ndo muda, o algoritmo ainda faz as
comparacoes.
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Ordenagio Quadratica

Selection Sort

Selection Sort: contando as comparacoes

Quantas compara¢bes acontecem?

@ Na primeira rodada, comparamos com n — 1 elementos.
@ Na segunda rodada, comparamos com n — 2 elementos.
@ Na terceira rodada, comparamos com n — 3 elementos.
@ E assim por diante, até restar apenas 1 comparacao.

n(n—1)

(n=1)+(n=2)+...+1= 20
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Ordenagio Quadratica

Selection Sort

Selection Sort: conclusao

Estrutura de custo

O custo dominante ndo vem das trocas. O custo dominante vem
da busca repetida pelo menor elemento.

Resultado

SelectionSort € ©(n?)

.

O Selection Sort sempre faz essencialmente a mesma quantidade
de comparagdes. Por isso, melhor caso, pior caso e caso médio
ficam na mesma classe.
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Ordenagio Quadratica
Bubble Sort

Bubble Sort: intuicao

Ideia do algoritmo

Comparamos pares adjacentes. Quando um par esta fora de
ordem, fazemos uma troca. Ao final de cada passada, o maior
elemento da parte n3o ordenada vai para o final.

.

Efeito de cada passada

Depois da primeira passada, o maior valor ja fica no lugar certo.
Depois da segunda passada, o segundo maior também fica no lugar
certo.

v
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Ordenagio Quadratica
Bubble Sort

Bubble Sort otimizado: pseudocddigo

Pseudocdédigo comentado

1 algoritmo BubbleSortOtimizado (V, n)

2 para i de 0 ate n-2 faca

3 // A flag registra se houve troca nesta passada
4 trocou < falso

5 para j de 0 ate n-2-i faca

6 // Se o par estiver fora de ordem, corrige
localmente

7 se V[jl > V[j+1] entao

8 troca(V[jl, V[j+1])

9 trocou < verdadeiro

10 fim se

11 fim para

12 // Se nada mudou, o vetor ja estava ordenado

13 se trocou = falso entao

14 retorne

15 fim se

16 fim para

17 fim algoritmo
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Ordenagio Quadratica
Bubble Sort

Bubble Sort: exemplo de entrada

Passada 1
@ Compara 5 e 3: troca.

@ Compara 5 e 4: troca.

@ Compara 5 e 1: troca.

[57 3? 47 1] _> [3’ 4’ 17 5]

Ao fim da primeira passada, o 5 ja estd em sua posicdo definitiva.
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Ordenagio Quadratica
Bubble Sort

Bubble Sort: continuando o exemplo

Passada 2
@ Compara 3 e 4: n3o troca.

@ Compara 4 e 1: troca.

[3,4,1,5] — [3,1,4,5]

Ao fim da segunda passada, o 4 também vai para sua posicao
correta.
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Ordenagio Quadratica
Bubble Sort

Bubble Sort: dltima passada relevante

Passada 3
o Compara 3 e 1: troca.

[37 1? 47 5] _> [1’ 3’ 47 5]

Depois disso, o vetor inteiro esta ordenado.
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Ordenagio Quadratica
Bubble Sort

Bubble Sort: pior caso

Quando acontece o pior caso?

Quando o vetor comeca em ordem decrescente, porque quase toda
comparacgao gera troca.

Primeira passada: n — 1 comparacoes.
Segunda passada: n — 2 comparacdes.

o
o
@ Terceira passada: n — 3 comparagdes.
@ E assim por diante.

Padrao

Surge novamente uma soma triangular.
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Ordenagio Quadratica
Bubble Sort

Bubble Sort: conta do pior caso

n(n—1)

(n=1)+(n=2)+...+1= "2

Pior caso € O(n?)
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Ordenagio Quadratica
Bubble Sort

Bubble Sort: melhor caso

Quando acontece o melhor caso?

Quando o vetor ja estd ordenado.

O que muda com a versdo otimizada?

@ Fazemos uma primeira passada completa.
@ Nenhuma troca acontece.
o A flag continua falsa.

@ O algoritmo termina imediatamente.

Melhor caso € @(n)‘
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Ordenagio Quadratica
Bubble Sort

Selection Sort x Bubble Sort

Algoritmo Melhor caso Pior caso
Selection Sort O(n?) O(n?)
Bubble Sort otimizado ©(n) O(n?)

Comparagdo importante

Dois algoritmos podem parecer semelhantes porque ambos usam dois
loops, mas detalhes da execu¢do mudam o melhor caso.
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Melhor Caso, Pior Caso e Caso Médio

Por que falamos em casos diferentes?

Definicoes

@ Melhor caso: entrada mais favoravel.
@ Pior caso: entrada mais custosa.

@ Caso médio: comportamento esperado em entradas comuns.

Foco da analise

O foco principal continua sendo o pior caso, porque ele fornece
uma garantia clara sobre o desempenho.
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Melhor Caso, Pior Caso e Caso Médio

Exemplo simples: busca linear

Problema
Procurar o valor 8 em um vetor.
[8,4,3,1]

@ O algoritmo olha a primeira posi¢3o.

@ Ja encontra o valor procurado.

Melhor caso € @(1)‘
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Melhor Caso, Pior Caso e Caso Médio

Busca linear: pior caso e caso médio

[4,3,1,8]

@ O algoritmo precisa olhar quase tudo para achar 8.

[4,3,1,2]

@ O algoritmo olha todas as posi¢des e ndo encontra 8.

‘ Pior caso € ©(n) ‘

Caso médio
Em média, também esperamos um nimero linear de comparacoes.
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Novos Padrdes de Analise

Dois Parametros

Quando a entrada tem dois tamanhos

Nem sempre uma entrada e descrita apenas por n. Uma matriz,
por exemplo, tem nimero de linhas e nimero de colunas.

Pergunta certa

Se o algoritmo percorre uma matriz, o custo depende de quantas
linhas existem e de quantas colunas existem.

.
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Novos Padrdes de Analise
Dois Parametros

Exemplo simples: busca em matriz

Pseudocdédigo comentado

1 algoritmo BuscaMatriz(M, n, m, x)

2 // Percorre as linhas da matriz

3 para i de 0 ate n-1 faca

4 // Percorre as colunas da linha atual
5 para j de O ate m-1 faca

6 // Testa se o valor procurado foi encontrado
7 se M[i]J[j]l = x entao

8 retorne verdadeiro

9 fim se

10 fim para

11 fim para

12 retorne falso

13 fim algoritmo
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Novos Padrdes de Analise

Dois Parametros

Busca em matriz: exemplo de entrada

@ A matriz tem 2 linhas.
@ Cada linha tem 3 colunas.

@ Como 9 n3o estd na matriz, visitamos todas as 6 posicdes.

2-3=6
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Novos Padrdes de Analise

Dois Parametros

Busca em matriz: conclusao

Leitura da estrutura

@ Loop externo: n linhas.

@ Loop interno: m colunas para cada linha.

‘f(n,m) € O(n-m)‘

Observacao

Se a matriz for quadrada, isto €, se n = m, recuperamos o padrio

O(n?).
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Novos Padrdes de Analise
Primalidade

Exemplo simples: teste de primalidade

Pseudocddigo comentado

I algoritmo EhPrimo (n)

2 // Elimina os casos menores que 2

3 se n < 2 entao

4 retorne falso

5 fim se

6 i<+ 2

7 enquanto i * i < n faca

8 // Se achou um divisor, n nao e primo
9 se n mod i = 0 entao

10 retorne falso

11 fim se

12 // Passa ao proximo candidato a divisor
13 i+ 1 + 1

14 fim enquanto

15 retorne verdadeiro

16 fim algoritmo
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Novos Padrdes de Analise

Padrio O(~/n)

Andlise — Verificacao de Primalidade

Por que sé verificar até /n?
Se n n3o é primo, ent3o existe n = a x b com a < b, ent3o:
a<+y/n<b

(Se ambos fossem maiores que \/n, entdo a X b > /n X \/n = n, impossivel.) Logo, pelo menos um divisor satisfaz
< va. Se n tem um divisor maior que \/n, entdo também tem um menor.
Andlise de complexidade:

@ O loop executa enquanto i < n.

@ Isso significa i < \/n.

@ Nimero de iteracdes: /n — 1.

f(n) € O(v/n)

Para n = 1.000.000: apenas ~ 1.000 itera¢des em vez de 1.000.000!
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Novos Padrdes de Analise

Padriao O(+/n)

Teste de primalidade: exemplo de entrada

n=29

@ Verificamos i = 2,3,4,5.
@ N3o precisamos testar 6, 7, 8, ..., 28.
@ Isso acontece porque /29 ~ 5,38.

n=30

@ Jia em i =2, descobrimos que 30 & divisivel por 2.

@ O algoritmo pode parar bem cedo.
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Novos Padrdes de Analise

Padrio O(~/n)

Teste de primalidade: conclusao

Leitura da estrutura

O laco executa enquanto i> < n. Logo, o maior valor relevante de
i & aproximadamente \/n.

f(n) € O(vn)

Aqui o ponto importante n3o & decorar a prova algébrica completa.
O ponto importante & perceber a relacio entre a condicdo i2 < ne
a raiz de n.
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Novos Padrdes de Analise

Padrio O(~/n)

De onde aparece O(+/n)?

Sinal de alerta no pseudocdédigo

Sempre que a condicio de parada envolve algo como i < n, vale
suspeitar de O(+1/n).

Se o laco para quando i? passa de n, entdo o valor de i n3o chega
perto de n. Ele cresce apenas até a raiz de n.
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Técnicas Eficientes

Dois Ponteiros

Técnica dos Dois Ponteiros

Uma técnica que utiliza dois indices (ponteiros) que se movem
pelo array de forma coordenada, geralmente resultando em
algoritmos O(n) para problemas que, ingenuamente, seriam O(n?).

Variagdoes comuns

@ Dois ponteiros que se aproximam (inicio e fim)

e Dois ponteiros que avangam na mesma direcdo (lento e
rapido)
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Técnicas Eficientes
Dois Ponteiros

Exemplo 1: palindromo

udocdédigo comentado

1 algoritmo EhPalindromo (S, n)

2 esq < O

3 dir < n - 1

4 enquanto esq < dir faca

5 // Se os extremos diferem, a palavra nao e
palindromo

6 se Sl[esql # S[dir] entao

7 retorne falso

8 fim se

9 // Aproxima os ponteiros do centro

10 esq < esq + 1

11 dir < dir - 1

12 fim enquanto

13 retorne verdadeiro

14 fim algoritmo
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Técnicas Eficientes

Dois Ponteiros

Palindromo: exemplo de entrada

S = radar

(] Comparamos rcomr.

@ Depois comparamos a com a.

@ O elemento do meio n3o precisa ser comparado com outro.

Cada posicao participa de no maximo uma comparacao relevante.

f(n) € O(n)

Pedro Ximenes Andlise de Algoritmos — Aula 5



Técnicas Eficientes

Dois Ponteiros

Exemplo 2: Two Sum em vetor or

Problema

Dado um vetor ordenado, queremos saber se existem dois valores

cuja soma ¢ igual a k.

Pseudocdédigo comentado

algoritmo TwoSum(V, n, k)

1

2 esq <+ 0

3 dir < n - 1

4 enquanto esq < dir faca

5 // Soma os dois extremos atuais

6 soma < V[esql + V[dirl

7 se soma = k entao

8 retorne verdadeiro

9 senao se soma < k entao

10 // Se a soma ficou pequena, aumenta o valor da esquerda
11 esq < esq + 1

12 senao

13 // Se a soma ficou grande, diminui o valor da direita
14 dir < dir - 1

15 fim se

16 fim enquanto

17 retorne falso

18 fim algoritmo

______________________________________________/
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Técnicas Eficientes

Dois Ponteiros

Two Sum: exemplo de entrada

V=][1,3,579ek=8

o Comecamos com 1 e 9. Soma = 10.

@ A soma ficou grande demais, entdo movemos o ponteiro da
direita.

@ Agora testamos 1 e 7. Soma = 8.

@ Encontramos a resposta.

Em cada passo, um dos ponteiros anda uma casa. Por isso, o total de
movimentos € linear.

f(n) € O(n)
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Resumo da Aula

Resumo operacional

Padrao Como reconhecer Classe
Selection Sort soma triangular de comparagdes  ©(n?)
Bubble Sort soma triangular no pior caso 0O(n?)
Melhor caso do Bubble flag encerra cedo O(n)
Dois parametros linhas x colunas O(n-m)
Raiz de n condigdo com 2 O(v/n
Dois ponteiros cada ponteiro anda poucas vezes  O(n)

Fechamento

Os padrdes apresentados cobrem os casos mais frequentes desta unidade
e servem como base para andlises mais avancadas.

Pedro Ximenes Andlise de Algoritmos — Aula 5



Exercicios

Exercicios: orientacoes

Estratégia de resolucao
@ Identificar o padrdo dominante de repeticio.
@ Contar o custo de cada parte e montar a soma.
© Simplificar pela ordem de crescimento e comparar com o
gabarito.
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Exercicios

Exercicio 1

Determine a complexidade do algoritmo abaixo.

1 algoritmo Exerciciol(n)

2 // Comeca com i mno valor n

3 i< n

4 enquanto i > 1 faca

5 // Executa n operacoes em cada rodada do while
6 para j de 1 ate n faca

7 // 0(1)

8 fim para

9 // Reduz i pela metade

10 i+i/ 2

11 fim enquanto

12 fim algoritmo
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Exercicios

Exercicio 2

Determine a complexidade do algoritmo abaixo.

1 algoritmo Exercicio2(n)

2 para i de 1 ate n faca

3 // Reinicia j em 1 para cada valor de i
4 j+«1

5 enquanto j < i faca

6 // Dobra j a cada passo

7 j—3j * 2

8 fim enquanto

9 fim para

10 fim algoritmo
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Exercicios

Exercicio 3

Determine a complexidade do algoritmo abaixo.

1 algoritmo Exercicio3(n, m)

2 para i de 0 ate n-1 faca

3 para j de 0 ate m-1 faca

4 // Para cada par (i,j), percorre n posicoes
5 para k de 0 ate n-1 faca

6 // 0(1)
7 fim para

8 fim para

9 fim para

10 fim algoritmo
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Exercicios

Exercicio 4

Determine a complexidade do algoritmo abaixo.

1 algoritmo Exercicio4(V, n)

2 para i de 0 ate n-1 faca

3 para j de 0 ate n-1-i faca

4 // Corrige pares adjacentes fora de ordem
5 se V[j]l > V[j+1] entao

6 troca(V[jl, V[j+11)
7 fim se

8 fim para

9 fim para

10 fim algoritmo
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Exercicios

Exercicio b

Qual & a complexidade no pior caso?

1 algoritmo Exercicio5(V, n)

2 para i de 0 ate n-1 faca

3 // Comeca no elemento atual e tenta desloca-lo para
a esquerda

4 j+— 1

5 enquanto j > 0 e V[j] < V[j-1] faca

6 // Troca o elemento atual com o anterior

7 troca(VI[jl, V[j-11)

8 j«~3j-1

9 fim enquanto

10 fim para

11 fim algoritmo
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Exercicios

Exercicio 6

Determine a complexidade do algoritmo abaixo.

1 algoritmo Exercicio6(n)

2 s+ 0

3 para i de 1 ate n faca

4 // Para cada i, repete i*i vezes
5 para j de 1 ate ix*xi faca

6 s s + 1

7 fim para

8 fim para

9 retorne s

10 fim algoritmo
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Exercicios

Exercicio 7

Determine a complexidade do algoritmo abaixo.

1 algoritmo Propostol(n)
2 para i de n ate 1 (decrementando) faca
3 // 0 limite inferior depende de i
4 para j de i ate n faca
5 // 0(1)
6 fim para
7 fim para
g fim algoritmo
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Exercicios

Exercicio 8

Determine a complexidade do algoritmo abaixo.

1 algoritmo Proposto2(n)

2 i+ 1

3 enquanto ixixi < n faca

4 // Trabalho constante
5 i+—1i+1

6 fim enquanto

7 fim algoritmo
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Exercicios

Exercicio 9

Determine a complexidade do algoritmo abaixo.

1 algoritmo Proposto3(n)

2 para i de 1 ate n faca

3 // Reinicia j no valor n

4 j<+<n

5 enquanto j > i faca

6 // Diminui j em blocos de tamanho i
7 j<«~3j - 1i

8 fim enquanto

9 fim para

10 fim algoritmo
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Exercicios

Exercicio 10

Determine a complexidade do algoritmo abaixo.

1 algoritmo Proposto4(n)
2 para i de 1 ate n faca
3 // Avanca no loop interno usando passo i
4 para j de 1 ate n (passo i) faca
5 // 0(1)
6 fim para
7 fim para
g fim algoritmo
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Gabarito dos Exercicios

Gabarito 1

@ O while divide i por 2 a cada rodada: ©(log n).

@ O loop interno executa n vezes em cada rodada.

©(nlog n)
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Gabarito dos Exercicios

Gabarito 2

@ Para cada i, o while dobra .
@ O custo interno & O(log /).

e Somando para todos os valores de i, obtemos ©(nlog n).

©(nlog n)
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Gabarito dos Exercicios

Gabarito 3

@ Primeiro loop: n vezes.
@ Segundo loop: m vezes.

@ Terceiro loop: n vezes.

o(n? - m)
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Gabarito dos Exercicios

Gabarito 4

@ O loop interno executa (n— 1)+ (n—2) + ... + 1.
@ Trata-se do padrdo do Bubble Sort.

@(n2)
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Gabarito dos Exercicios

Gabarito 5

@ Trata-se do padrdo do Insertion Sort.
@ No pior caso, o while anda / posicOes para cada /.

@ Issogeraasomal+2+...+(n—1).

Pior caso ©(n?)
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Gabarito dos Exercicios

Gabarito 6

@ Para cada i, o loop interno executa 2 vezes.

o A soma total & .7 i%.

@(n3)
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Gabarito dos Exercicios

Gabarito 7

@ Para cada /, o loop interno executa aproximadamente
n— i+ 1 vezes.

@ Isso produz outra soma triangular.

o(n?)

Pedro Ximenes Andlise de Algoritmos — Aula 5



Gabarito dos Exercicios

Gabarito 8

e O while para quando i3 > n.

@ Logo, i cresce até aproximadamente /n.

o(n'/3)
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Gabarito dos Exercicios

Gabarito 9

@ Para cada /, o while anda em saltos de tamanho /.
@ O custo aproximado por valor de i & n/i.

@ A soma produz nH,.

©(nlog n)
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Gabarito dos Exercicios

Gabarito 10

@ Para cada i, o loop interno avanga em passo i.
@ Assim, ele visita aproximadamente n/i posig3es.

e Somando para todos os valores de i, obtemos ©(nlog n).

©(nlog n)
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Desafio — Mini-Projeto
Especificacdo

Desafio: Mini-Projeto de Anélise

Objetivo

Implementar e analisar trés solugdes para o problema de verificar
se um array contém dois elementos cuja soma é igual a um valor k.

O que entregar

© Cddigo em qualquer linguagem (Python, Java, C, etc.)
@ Relatério com:

o Andlise de complexidade de cada solugdo (passo a passo)
o Comparagdo tedrica das trés abordagens

e Medigbes empiricas com diferentes tamanhos de entrada
e Grafico comparativo
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Desafio — Mini-Projeto
Especificacdo

Critérios para o desafio

Implementar corretamente as 3 solugdes.
Explicar a complexidade de cada uma com clareza.
Comparar teoria e experimento.

Discutir a troca entre tempo e memodria.
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Fechamento

Préoxima Aula

Aula 6 — Algoritmos Recursivos

Relacoes de recorréncia.
Método da substituicao.

Método da arvore de recursao.

Teorema Mestre.

Duvidas?
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